
#4. 최단 경로 알고리즘
나정휘

https://justiceHui.github.io/
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최단 경로 알고리즘
최단 경로 알고리즘

• 최단 경로(또는 거리)를 찾는 알고리즘
• 문제 상황에 따라 여러 알고리즘을 사용할 수 있음

- 구해야 하는 값 – Single Source Shortest Path(SSSP), All Pair Shortest Path(APSP)

- 그래프의 형태 – 간선 방향 유무, DAG, 트리, 선인장, ...

- 가중치의 범위 – 양수, 실수, 0/1, ...

• 가장 범용적인 알고리즘 3가지를 다룸
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Dijkstra’s Algorithm
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다익스트라 알고리즘
Dijkstra’s Algorithm

• 가중치가 0 이상인 그래프에서 SSSP를 푸는 알고리즘
• 시간 복잡도 : O(V2) / O(E log E) / O(E + V log V)

• 그리디 기반 알고리즘
1. 시작점(S)까지의 거리는 0, 다른 모든 정점까지의 거리는 INF로 초기화

2. 아직 거리가 “확정”되지 않은 정점 중 거리가 가장 짧은 정점(v) 선택 (처음에는 S를 선택함)

3. v의 거리를 “확정”시킴

4. v와 인접하면서 아직 거리가 “확정”되지 않은 정점들의 거리를 갱신(D[i] ← D[v] + weight)

5. 모든 정점의 거리가 “확정”되었다면 종료 / 그렇지 않으면 2번으로 돌아감

4



다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
정당성 증명

• 수학적 귀납법을 사용해 증명
- 거리가 확정된 정점 집합을 U라고 하자.

- U에 정점 v를 추가할 때, D[v]가 v까지의 실제 최단 거리 sp[v]와 같음을 증명
- v는 V-U에서 D[v]가 최소인 정점

- 귀류법을 사용한다.
- D[v] > sp[V]라고 가정하자.

- s에서 v로 가는 경로에서 v를 방문하기 직전에 v’ ∈ V-U를 방문해야 함

- sp[v] = sp[v’] + w(v’, v)라는 의미이고, w(v’, v)는 양수이므로 sp[v’] < sp[v]가 되어야 함 

- v는 V-U에서 D[v]가 최소인 정점이 아니므로 모순

S

v

v’
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다익스트라 알고리즘
시간 복잡도

• V번의 iteration
- 거리가 확정되지 않은 정점 중 가장 가까운 정점 찾기 : O(V)

- v에서 갈 수 있는 정점들의 거리 갱신 : O(deg(V))

• O(sum(V + deg(i))) = O(V2+E) = O(V2)
- Handshaking Lemma : sum(deg(i)) = 2E

• v에서 뻗어 나가는 간선은 모두 봐야 하므로 O(deg(v))가 하한임
• 거리가 최소인 정점을 빠르게 찾을 수 있을까?

- Min Heap
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다익스트라 알고리즘
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다익스트라 알고리즘
시간 복잡도

• 각 간선을 한 번씩 보기 때문에 거리 갱신은 최대 O(E)번 발생
• Heap에 원소 O(E)번 삽입
• Heap의 크기는 최대 O(E)이므로 시간 복잡도는 O(E log E)

참고
• 거리 배열은 V * (간선 가중치 최댓값)으로 초기화 : 모든 경로는 최대 V-1개의 간선으로 구성
• 각 정점마다 Heap에 원소가 최대 한 개 존재하도록 구현하면 O(E log V)
• Heap의 decrease key 연산을 O(1)에 구현하면 O(E + V log V)도 가능 (Fibonacci Heap/Thin Heap)

- GCC 확장의 __gnu_pbds::priority_queue는 pq.modify(iterator, value)를 이용해 decrease key 가능

- C++ 표준의 std::priority_queue는 decrease key 연산을 지원하지 않음
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다익스트라 알고리즘 – O(E + V log V)
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다익스트라 알고리즘
응용

• 정점에 가중치가 있는 경우
- 정점을 2개로 분할 : in(v), out(v)

- u에서 v로 가는 간선 : out(u)에서 in(v)로 가는 간선

- 정점 가중치 w(v) : in(v)에서 out(v)로 가는 가중치 w(v) 간선

• {S1, S2, ... , Sk} 중 원하는 곳에서 시작해서 다른 모든 정점으로 가는 최단 거리
- Multi Source Shortest Path

- 새로운 정점 S0에서 S1, S2, ... , Sk로 가는 가중치 0 간선 만들면

- S0에서 다른 모든 정점으로 가는 최단 거리 문제로 바뀜
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다익스트라 알고리즘
BOJ 11779 최소비용 구하기 2

• S에서 T로 가는 최소 비용과 그 경로를 구하는 문제
• P[i] = S에서 i로 가는 최단 경로에서 i 바로 직전에 방문하는 정점
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다익스트라 알고리즘 – 예시
BOJ 16118 달빛 여우

• N개의 정점과 M개의 간선으로 구성된 무향 가중치 그래프
• 여우는 간선을 따라 이동할 때마다 간선의 가중치 만큼의 비용이 필요함
• 늑대는 홀수 번째로 방문하는 간선은 절반, 짝수 번째로 방문하는 간선은 2배 만큼의 비용이 필요함
• 여우와 늑대가 1번 정점에서 출발할 때, 여우가 늑대보다 먼저 도착할 수 있는 정점의 개수를 구하는 문제

• 여우의 이동 거리는 다익스트라 알고리즘을 이용해 구할 수 있음
• 늑대의 이동 거리는?
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다익스트라 알고리즘 – 예시
BOJ 16118 달빛 여우

• 여우의 이동 거리는 다익스트라 알고리즘을 이용해 구할 수 있음
• 늑대의 이동 거리는?

• 홀수 번째 이동과 짝수 번째 이동을 구분할 수 있도록 각 정점을 2개로 분할
- i번 정점: 지금까지 간선 짝수 개 방문함

- N+i번 정점: 지금까지 간선 홀수 개 방문함

• u에서 v로 가는 가중치 w 간선
- u에서 N+v로 가는 가중치 w/2 간선

- N+u에서 v로 가는 가중치 w*2 간선

• 실수 범위는 다루기 귀찮으니까 w 입력받을 때 2 곱하는 거 추천
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다익스트라 알고리즘 – 예시
BOJ 16118 달빛 여우
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Floyd-Warshall Algorithm

26



플로이드 와샬 알고리즘
Floyd-Warshall Algorithm

• APSP를 푸는 알고리즘
• 시간 복잡도 : O(V3)
• 공간 복잡도 : O(V3) → O(V2)

• DP 기반 알고리즘
- D[k][u][v] : u에서 출발해서 1..k번 정점을 경유한 뒤 v번 정점으로 가는 최단 거리

- D[0][u][u] : 0으로 초기화

- u ≠ v일 때 D[0][u][v]는 간선이 있으면 간선의 가중치, 없으면 INF로 초기화

- D[k][u][v] ← D[k-1][u][k] + D[k-1][k][v]

- 배열 D의 크기는 V3
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플로이드 와샬 알고리즘
Floyd-Warshall Algorithm

• 배열 D의 크기를 2V2로 줄일 수 있음
- D[k][u][v]를 계산할 때 D[k-1][*][*]만 사용하므로

- D[2][V][V] 크기로 만들고 토글링하면 됨

• 배열 D의 크기를 V2로 줄일 수 있음
- 최솟값을 구하는 문제인데 값이 매번 감소하기 때문에 그냥 덮어써도 됨

- 시간 복잡도는 여전히 O(V3)
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플로이드 와샬 알고리즘
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플로이드 와샬 알고리즘
BOJ 11780 플로이드 2

• 경로가 존재하는 모든 (i, j)에 대해, i에서 j로 가는 최단 거리와 그 경로를 구하는 문제

• P[i][j] = i에서 j로 가는 최단 경로에서 경유하는 가장 큰 정점 번호
- 만약 i에서 바로 j로 가는 경로가 최소 비용이라면 P[i][j] = 0

• i → j 최단 경로를 구하는 것은 i → P[i][j]의 최단 경로, P[i][j] → j의 최단 경로를 구하는 것으로 분할 가능
- Recursive(s, e) = s에서 e로 갈 때 경유하는 모든 정점을 구하는 함수
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플로이드 와샬 알고리즘 – 예시
BOJ 23258 밤편지

• N개의 정점으로 구성된 무향 가중치 그래프가 주어짐
• 출발 정점 S와 도착 정점 T가 주어지면, 반딧불은 S에서 T까지 최단 경로로 이동함
• x번 정점에는 2x 만큼의 이슬이 있고, 반딧불은 S와 T를 제외하고 방문하는 모든 정점에서 이슬을 마심
• 각 반딧불은 상수 C를 갖고 있어서, 이슬을 2C 방울 이상 마시면 더 이상 이동할 수 없음
• S, T, C가 주어지면 S에서 T로 가는 최소 시간을 구하는 쿼리를 Q번 처리하는 문제

• 사실 경유하는 정점 번호의 최댓값만 신경 써도 됨
- 21 + 22 + ... + 2x-1 < 2x 이기 때문

- D[k][i][j] = k번 이하의 정점만 경유해서 i에서 j로 가는 최단 거리

• 플로이드 와샬 알고리즘을 이용해서 해결할 수 있음
- 시간 복잡도, 공간 복잡도 모두 O(N3)
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플로이드 와샬 알고리즘 – 예시
BOJ 23258 밤편지

32



Bellman-Ford Algorithm
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벨만 포드 알고리즘
Bellman-Ford Algorithm

• SSSP를 푸는 알고리즘
• 시간 복잡도 : O(VE)

• 몇 가지 관찰을 해보자.
- 관찰 1) 가중치의 합이 음수인 사이클이 있으면 최단 거리를 구할 수 없음 (음의 무한대로 발산)

- 관찰 2) 음수 사이클을 지나지 않는다면 모든 최단 경로는 최대 V-1개의 간선을 지남

• Dijkstra’s Algorithm처럼 relaxation을 통해 최단 거리를 구함
- 시작 정점 S의 거리는 0, 다른 모든 정점까지의 거리는 INF로 초기화

- 모든 간선 (s, e, w)에 대해 D[e] = min(D[e], D[s] + w)를 수행하는 것을 V-1번 반복
- i번째 iteration이 끝나면 간선 i개를 거쳐서 가는 최단 거리를 정확하게 구할 수 있음

- 귀납법으로 증명 가능
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벨만 포드 알고리즘
Bellman-Ford Algorithm

• 음수 사이클이 존재하는지 판별하는 것도 가능

• 음수 사이클이 없다면 V-1번의 iteration으로 항상 최단 거리를 구할 수 있음
• 만약 V번째 iteration에서 relaxation이 발생하면? 음수 사이클 존재
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벨만 포드 알고리즘
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벨만 포드 알고리즘 – 1
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벨만 포드 알고리즘 – 2
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벨만 포드 알고리즘 – 3
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벨만 포드 알고리즘 – 4

1 94

5

3

2

8

7

1 2

-8

2
2

1

2

2

4

0 1 6 3 3 inf 4 5 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

6

40



벨만 포드 알고리즘 – 5
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벨만 포드 알고리즘 – 6
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벨만 포드 알고리즘 – 7
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벨만 포드 알고리즘 – 8
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벨만 포드 알고리즘 – 9
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벨만 포드 알고리즘
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벨만 포드 알고리즘
시간 복잡도

• V번의 iteration * E개의 간선 탐색 : O(VE)

주의 사항
• 거리 배열은 V * (간선 가중치 최댓값)으로 초기화 : 모든 경로는 최대 V-1개의 간선으로 구성
• 실행 도중에 값이 약 V * E * (간선 가중치 최솟값)까지 내려갈 수 있음 : 오버 플로우 주의

- 간선이 (1,2,-x), (2,1,-x), (1,2,-x), (2,1,-x), ... , 순으로 주어진다고 하자.

- 한 번의 iteration에서
- D[2] = -x, D[1] = -2x, D[2] = -3x, ...

- iteration 종료되면 D[1] = D[2] ~= -xE/2

- V번 반복하므로 D[1] = D[2] ~= -xVE/2
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벨만 포드 알고리즘 – 예시
BOJ 1219 오민식의 고민

• 정점과 간선에 가중치가 있는 유향 그래프가 주어짐
• 간선을 따라 이동할 때마다 가중치 만큼 돈을 지불해야 하고, 정점을 방문할 때마다 가중치 만큼 돈을 얻음
• S번 정점에서 T번 정점으로 갈 때 얻을 수 있는 최대 이익을 구하는 문제
• 같은 정점을 여러 번 방문할 수 있고, 방문할 때마다 돈을 얻음
• 도착이 불가능하면 “gg” 출력, 돈을 무한히 많이 얻을 수 있다면 “Gee” 출력

• 돈을 A[x] 만큼 얻는 것을 –A[x] 만큼 잃는 것이라고 생각하자.
• S에서 출발해서 음수 사이클을 지난 다음 T로 갈 수 있으면 “Gee”를 출력하는 문제

- 정점 가중치는 x*2번 정점에서 x*2+1번 정점으로 가는 가중치 -A[x] 간선으로 생각할 수 있음

• 음수 사이클을 지난 다음 도착점으로 이동
- 음수 사이클을 판별할 때 S에서 도달 가능한 사이클인지, T까지 도달할 수 있는 사이클인지 확인해야 함
- S에서 도달할 수 없거나, T로 도달할 수 없는 정점을 모두 제거한 다음 벨만 포드 알고리즘 수행

• 실수할 여지가 많은 문제
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• 길이가 N인 배열이 있고, 각 칸의 값은 0 또는 1임
• 각 칸의 정확한 값은 모르지만, x부터 y까지의 합이 r이라는 정보는 알고 있음
• 가능한 배열의 값 중 하나를 구하는 문제

• 누적 합 배열을 생각하면, 주어지는 정보는 S[y] – S[x-1] = r 이라는 것을 의미함
• 누적 합 배열에서 성립해야 하는 조건을 생각해 보자.

- x부터 y까지의 합이 r이다: S[y] – S[x-1] = r

- 각 칸의 값은 0 또는 1이다: S[i-1] ≤ S[i] ≤ S[i-1] + 1

- 누적 합 배열의 모든 칸은 0 이상이다: S[i] ≥ 0
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• 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖 ≤ 𝐴 또는 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖 ≥ 𝐵 꼴의 부등식이 여러 개 주어지면, 이를 만족하는 𝑋1, 𝑋2, ⋯𝑋𝑁 찾는 문제

• 다익스트라 / 벨만 포드에서 사용했던 거리 완화(relaxation) 방식 생각해 보면...
- 𝑖𝑓 𝐷𝑖 > 𝐷𝑣 + 𝑤 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐷𝑖 ← 𝐷𝑣 + 𝑤

- 즉, 이 if문을 거치고 나면 𝐷𝑖 ≤ 𝐷𝑣 + 𝑤가 성립함

• 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖 ≤ 𝐴 는 𝑋𝑗 ≤ 𝑋𝑖 + 𝐴 와 같음 → 𝑖 에서 𝑗 로 가는 가중치가 𝐴 인 간선

• 𝑋𝑗 − 𝑋𝑖 ≥ 𝐵 는 𝑋𝑗 ≤ 𝑋𝑗 + (−𝐵)와 같음 → 𝑗 에서 𝑖 로 가는 가중치가 −𝐵 인 간선

• 해결 방법
- 벨만 포드 알고리즘을 사용하면 가능한 해를 하나 구할 수 있음

- 음수 사이클이 존재함과 부등식을 만족하는 해가 없음은 동치
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• 누적 합 배열에서 성립해야 하는 조건을 생각해 보자.
- x부터 y까지의 합이 r이다: S[y] – S[x-1] = r

- S[y] ≤ S[x-1] + r x-1 에서 y 로 가는 가중치 r 간선

- S[x-1] ≤ S[y] – r y 에서 x-1 로 가는 가중치 –r 간선

- 각 칸의 값은 0 또는 1이다: S[i-1] ≤ S[i] ≤ S[i-1] + 1
- S[i-1] ≤ S[i] i 에서 i-1 로 가는 가중치 0 간선

- S[i] ≤ S[i-1] + 1 i-1 에서 i 로 가는 가중치 1 간선

- 누적 합 배열의 모든 칸은 0 이상이다: S[i] ≥ 0
- N+1(더미 정점)에서 다른 모든 정점으로 가는 가중치 0 간선

• N+1에서 시작하는 벨만 포드 알고리즘을 이용해 해결 가능
- 음수 사이클이 발견되면 해가 존재하지 않음
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